8-2010

LERNEN /n.4 KONNEN

ELEKTROPRAKTIKER-Magazin
fiir die Aus- und Weiterbildung

o

Elektrotechnisch bedeutende
Funktionsgleichungen (2

Abhangigkeitsverhaltnisse
zwischen elektrischen Grofden
lassen sich durch Funktions-
gleichungen beschreiben. Im
ersten Teil wurden Funktionen
im Aligemeinen sowie im
Gleichstromkreis besprochen.
Hier sind funktionale Abhan-
gigkeiten im Wechselstrom-
kreis das Thema.

M Abhéngigkeiten
im Wechselstromkreis

Gleichspannungen und -strome koénnen
Uber einen langeren Zeitabschnitt kon-
stante Betrage haben. Ist hingegen der
Spannungs- bzw. Strombetrag zeitabhan-
gig, so handelt es sich um Wechsel- oder
MischgroRen. Der zeitliche Verlauf ist
dann regelmaBig, wenn der Verlauf der
Groe sich nach einer entsprechenden
Zeit — nach einer Periode — wiederholt.
Periodische Gréfen mit sinusformigem
Verlauf sind Gegenstand der folgenden
Aussagen.

O Seitenverhiltnisse des rechtwinkligen
Dreiecks
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Winkelfunktionen. Eine Winkelfunktion ist
nach den Festlegungen der elementaren
Geometrie ein Seitenverhaltnis im recht-
winkligen Dreieck (Bild (1)} Bezogen auf
den Winkel « wird das Verhaltnis der Seite
a (Gegenkathete) zur Seite ¢ (Hypotenuse)
als Sinus bezeichnet. Auch im groferen
Dreieck A B'C” ist der Betrag des Verhalt-
nisses von Gegenkathete zur Hypotenuse
gleich dem im kleineren Dreieck A B C.
Dies trifft auch auf die anderen Seitenver-
haltnisse zu:

Ankathete
cosQ=——
Hypotenuse
Gegenkathete
tang=—=——
Ankathete
Ankathete
cotgg=——m————-
Gegenkathete

Die Betrage der Seitenverhaltnisse an-
dern sich dann, wenn der Winkel o groRer
oder kleiner wird. Eine allgemeine Erkla-
rung Uber die funktionale Abhangigkeit
zum Beispiel des Sinus und des Kosinus
fur beliebige Winkel kann am Einheits-
kreis gegeben werden (Bild @). Mit den
Bezeichnungen x fur die Abszisse (Anka-
thete), y fur die Ordinate (Gegenkathete)
und r = 1 fir den Radius des Einheitskrei-
ses (Hypotenuse) ist der entsprechende
Ordinatenabschnitt gleich dem Sinus des
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@ Sinus und Kosinus am Einheitskreis
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Elektrotechnik

Winkels o und der Abszissenabschnitt
gleich dem Kosinus. Die Funktionsglei-
chung des Ordinatenabschnitts lautet
dann y = sin o und die des Abszissenab-
schnitts x = cos a.

Die Winkelfunktionen sind periodische
Funktionen, das heifdt ihre Werte wieder-
holen sich, wenn x um eine Periode ge-
wachsen ist. Die Periode betragt bei der
Sinus- und Kosinusfunktion 360°. Die Ein-
teilung eines Vollwinkels in 360° ist sehr
alt. Die Nachteile der 360°-Teilung liegen
in ihrer Willkurlichkeit; sie steht in keinem
Zusammenhang mit der Zahleneinheit.
Die Mathematik gibt deshalb den Winkel
auch im Bogenmaf o an. Da der Kreisum-
fang 2 - - r dem Winkel 360° zuzuordnen
ist, ist im Einheitskreis r = 1 die Maf3zahl
des ganzen Umfangs 2n, die 360° ent-
spricht. Die Umrechnung jedes beliebigen
Winkels vom Grad- ins Bogenmaf3 und um-
gekehrt kann deshalb mit der Proportions-
gleichung a.: 360° = : 27t vorgenommen
werden.

Nach dieser Gleichung hat ein Winkel im
Bogenmafd die Einheit 1 m/m bzw. die
Einheit ,1“. Um Eindeutigkeit zu errei-
chen, wird nach DIN 1301 Teil 1 die Ein-
heit als 1 Radiant bezeichnet: 1 rad ist
der Winkel zum Bogen 1 im Einheits-
kreis.

Sinusfunktion. Der Graph der Sinus-
funktion ist eine zusammenhangende
Wellenlinie (Bild ). Dem Bild kénnen
die Funktionswerte (Tafel @) in den
einzelnen Quadranten entnommen wer-
den.

Wechselspannung. Prinzipiell wird eine
Wechselspannung durch die Drehung
einer Leiterschleife im parallelhomogenen
Magnetfeld erzeugt. Bei einer konstanten
Drehzahl und damit bei einer konstanten
Umfangsgeschwindigkeit wird der Betrag
der induzierten Spannung von der senk-
rechten Geschwindigkeitskomponente be-
stimmt, mit der die magnetischen Feld-
linien geschnitten werden. Die Geschwin-
digkeitskomponente andert sich dabei in
Abhangigkeit von der Stellung der Leiter-
schleife, von ihrem Drehwinkel «, sinus-
formig. Es entsteht deshalb eine sinusfor-
mige Wechselspannung. Die Augenblicks-
werte der Spannung sind eine Funktion
des Drehwinkels « und folgen den Funk-
tionsgleichungen:

u=0U-sina bzw. u=0-sina, (13)

Scheitelwert. Bei o = 90° hat der Augen-
blickswert seinen hochsten Betrag, den
Scheitel-, Hochst- oder Maximalwert 0.
Dieser ist von den konstanten GroRen
Magnetflussdichte, wirksame Leiterlange
und Umfangsgeschwindigkeit der Leiter-
schleife sowie des Magnetfeldes abhan-
gig.

Frequenz. Nach Ablauf einer vollstandigen
Drehung der Leiterschleife a = 360° bzw.

© Graph der y
Sinusfunktion e)

Tafel @ Magliche
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y = sino

Funktionswerte

und Vorzeichen in

den einzelnen
Quadranten V -1

Quadrant |
Funktionswert steigt
der Sinusfunktion von O bis 1

Vorzeichen der

Funktionswerte *

fallt

von +1 bis O

48

1} \%

fallt weiter steigt
von O bis -1 von -1 bis O

u = fot)

O Nullphasenwinkel
Zweier Spannungen

u2=§00t)/~

ou2 a = f(ot)
B Tafel @ Auswirkungen
Put unterschiedlicher Null-
phasenwinkel ¥V
Bezugsgrofie Spannung 1 Spannung 2
Nullphasenwinkel ¢, =0 ¢,=0
Phasenverschiebungswinkel O=0,— 0, 0=0,-0,
¢ >0 positiv ¢ <0 negativ

Funktionsgleichung
der Bezugsgrofie
der anderen GroRe

physikalische Bedeutung

uq =0y -sinot

uy =l -sin(ot +@)
Spannung 2 eilt der
Spannung 1 um den

Phasenverschiebungs-
winkel ¢ voraus.

Uy = U, -sinot

uy =0y -sin(wt—g)
Spannung 1 eilt der
Spannung 2 um den

Phasenverschiebungs-
winkel ¢ nach.

a=2n ist eine Schwingung mit einer
positiven und negativen Halbwelle ent-
standen. Die Zeit fur den Ablauf einer
Schwingung wird als Periodendauer T
bezeichnet. Ihr Kehrwert ist die Frequenz
der Spannung:

1 1

f== [fl===1Hz
S

7 (14)

Kreisfrequenz. Die Geschwindigkeit @, mit
der die Leiterschleife den Winkel a durch-
lauft

0=2, (15)
t
ist gleich der Geschwindigkeit, mit der
sich die Augenblickswerte der induzierten
Spannung andern. Bei t = T durchlauft die
Leiterschleife den Winkel o =27, so dass
die Geschwindigkeit
w:2:2nfist. (16)
T
Damit wird nach Gleichung (16) die Ge-
schwindigkeitsgrofie in der Elektrotechnik
sinnvollerweise als Kreisfrequenz bezeich-
net. Nach (15) umgestellt ist o= -t .
Funktionsgleichung. Flr eine sinusformi-
ge Spannung ergeben sich deshalb drei
Formen als Funktionsgleichung:

u=0a-sina
u=a-sina (17).
u=a-sinm-t

Die Augenblickswerte einer sinusformigen
Spannung sind somit eine Funktion

e des Winkels a im Gradmal  u = f(«)
* des Winkels « im Bogenmaf® u = f(a)
e der Zeitt u = f(t)
Bei der Darstellung der Sinusfunktion im
Koordinatensystem kann mithin die
Abszisse mit einer der drei gleichwertigen
Grofen bezeichnet werden.
Wechselstrom. Die vorstehenden physi-
kalischen Zusammenhange kénnen ohne
Einschrankung auch auf Wechselstrome
Ubertragen werden. In den Funktions-
gleichungen (17) sind die Formelzeichen
der Spannungsgrofen durch die der
Stromgrofen zu ersetzen. So lautet zum
Beispiel das Sinus-Zeit-Gesetz eines
Wechselstromes:

i=i-sino-t (18).

Der Augenblickswert des Stromes ist eine
Funktion der Zeit.

Einschaltmoment. Die Spannungs- und
Stromgréen werden am Verbraucher erst
wirksam, wenn der Stromkreis geschlos-
sen wird. Es ist sinnvoll den Einschalt-
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moment als Zeitnullpunkt zu wahlen.
Nach Bild @ ist im Moment des Einschal-
tens der Augenblickswert der sinusformi-
gen Spannung gleich null. Die Wahr-
scheinlichkeit, gerade im Nulldurchgang
zu schalten, ist gering, wobei ein beliebi-
ger Zeitpunkt des Schaltens — aufier bei
Transformatoren — unproblematisch ist.
Das Liniendiagramm einer zweiten Span-
nung (Bild @) zeigt, dass sie die gleiche
Frequenz wie die erste hat (gleiche
Periodendauer). Die Spannungen unter-
scheiden sich jedoch
e in ihren Betragen der Scheitelwerte
Uy >Uy, damit auch in ihren Effektiv-
werten U, > U, und
¢ in den Augenblickswerten zum Zeitnull-
punkt t=0: Uyg #Uqg-
Nullphasenwinkel. Die gegenseitige Ver-
schiebung beider Sinuskurven entspricht
einer zeitlichen Verschiebung gegentber
dem Zeitnullpunkt. Die Gleichungen (13)
verlieren ihre Gultigkeit, da fur a = 0° bzw.
t = O die Augenblickswerte der Spannun-
gen u=0 sind. Die Groe der Verschie-
bung zum Zeitnullpunkt wird als Nullpha-
senwinkel bezeichnet. Man versteht da-
runter den Winkel zwischen dem positiven
Nulldurchgang der WechselgroRe (Uber-
gang des Augenblickswertes in den posi-
tiven Bereich) und dem Koordinatennull-
punkt. Der Nullphasenwinkel kann sowohl
positiv als auch negativ sein. Ein positiver
Betrag bedeutet, dass der Nulldurchgang
vor dem Zeitnullpunkt liegt. Im Bild (4]
sind die Nullphasenwinkel ¢ , > O (positiv)
und @, < O (negativ). Die Gleichungen
(13) und (18) mussen durch die entspre-
chenden Nullphasenwinkel erweitert wer-
den:

u=0-sin(ot+g,) (19)

i=i-sin(ot+eg) (20)

wt ist ein Winkel im Bogenmafd und nur
gleichartige Gréfien diirfen addiert wer-
den.

Phasenverschiebungswinkel. Wenn
WechselgroRen gleicher Frequenz zu
unterschiedlichen Zeiten ihre Hochst
werte oder Nulldurchgange erreichen,
werden sie als phasenverschoben be-
zeichnet. Die GroRe der Phasenverschie-
bung wird als Winkel — Phasenverschie-
bungswinkel ¢ —angegeben. Er ergibt sich
als Differenz der vorzeichenbehafteten
Nullphasenwinkel der Wechselgréen. Zur
Veranschaulichung wird im Bild @ die
Ordinatenachse t = O so gelegt, dass der
Nullphasenwinkel einer Spannung ver-
schwindet. Es ergeben sich dann zwei
Moglichkeiten (Tafel @). Fir die Vorgaben
des Bildes @ sind beide Aussagen iber
die Phasenverschiebung bedeutungs-
gleich. Das Vorzeichen des Phasenver-
schiebungswinkels hangt ausschlieflich
von der Wahl der Bezugsgrofie ab.
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Leistungsbetrachtungen. Insbesondere
fur die folgenden Leistungsbetrachtun-
gen ist die Phasenverschiebung zwi-
schen Strom und Spannung im Wechsel-
stromkreis bedeutsam. Der Phasenver-
schiebungswinkel  zwischen  beiden
sinusformigen GréRen kann maximal nur
90° betragen.

Im Gleichstromkreis bestimmen die Span-
nung U und die Stromstarke | die Leistung:
P=U-I

Auf die veranderlichen GroRen des Wech-
selstromkreises bezogen heifdt das: Nur
die zeitgleich auftretenden Augenblicks-
werte der Spannung und des Stromes er-
geben einen Leistungswert. Dieser wird
damit auch wieder eine zeitabhangige Gro-
Be. Die Gleichung fur den Augenblickswert
der Leistung p = u - i gilt fur alle Kurvenfor-
men von Wechselgrofen sowie flur alle
Grundschaltelemente und ihre Zusam-
menschaltungen. Die Gleichung ist des-
halb allgemeingultig. Die Schwierigkeit be-
steht jedoch darin, dass in der Technik
prinzipiell mit den Effektivwerten von
Strom und Spannung gerechnet werden
muss. Ein Ergebnis lasst sich aufgrund
der zeitlichen Veranderlichkeit der Fakto-
ren u und i und einer moglichen Phasen-
verschiebung zwischen ihnen nicht so
ohne Weiteres voraussagen.

Am ohmschen Widerstand liegen Strom
und Spannung in Phase. Sowohl bei den
positiven Halbwellen als auch bei den
negativen beider GroRen sind die Leis-
tungswerte immer positiv. Es entsteht
eine sich sinusformig andernde Leistung
von doppelter Frequenz. Die Leistungskur-
ve ist in positiver Richtung der Ordinaten-
achse verschoben. Stets positive Leis-
tungswerte bedeuten gleich bleibende
Richtung des Energieflusses. Die Leis-
tung wird als so genannte Wirkleistung im
Verbraucher in Warmeenergie oder me-
chanische Energie umgewandelt. Sowohl
am induktiven als auch am kapazitiven
idealen Schaltelement betragt die Pha-
senverschiebung 90°. Die Leistungswerte
sind wechselweise positiv und negativ.
Die Richtung des Energieflusses andert
sich periodisch. Die als Blindleistung
bezeichnete Leistung pendelt zwischen
Wechselstromquelle und kapazitivem bzw.
induktivem Schaltelement hin und her und
wird in diesen kurzzeitig im elektrischen
bzw. magnetischen Feld gespeichert.

M Beliebige
Phasenverschiebung

Vorbemerkung: Die Kosinusfunktion ist
eine um 90° verschobene Sinusfunktion.
Uber den Klemmen eines passiven Zwei-
pols entsteht bei einem Wechselstrom

i=i-cos(mt+@q) der Spannungsfall
u=10-cos(ot+¢,).
Die Zeitfunktion des Momentanwertes der
Leistung p(t) des passiven Zweipols folgt
der Gleichung
p(t)=u-i=0-i-cos(wt+py)

(21)

-cos(wt+¢q)

Nach dem Additionstheorem fiir Produkte
zweier Grolen

cosoc‘cosﬁ=%~[cos((x—[5)+cos(oc+ﬁ)}

mit a=ot+9@,; und B=wt+ey, kann
Gleichung (21) auch in folgender Form ge-
schrieben werden:

p(t)zﬁ_-f{cos(%o—(?io) }

2 | +cos (2wt +@,0+p)
bzw. mit den Effektivwerten
p(t)=U-I-cos(gy0— o)

(22).
+U-1-cos(20t+¢,0 + )

Die rechte Seite der Gleichung besteht
aus einem zeitunabhangigen Summand
und einem mit doppelter Frequenz sich
andernden Summand.

Aus der analytischen Losung erkennt
man, dass die Funktionsgleichung (22)
einer mit doppelter Frequenz von Strom
und Spannung schwankender Wechsel-
stromleistung zuzuordnen ist, deren Am-
plitude unabhangig von der Phasenlage
zwischen u und i ist, deren Nulllinie aber
von der Abszissenachse p = O um einen
von der Phase ¢, — ¢, = Phasenverschie-
bungswinkel ¢ zwischen [ und U abhangi-
gen Betrag U - | - cos ¢ verschoben ist.
Dieser Betrag entspricht bei sinusformi-
gen GroRen der Wirkleistung R die eine
Funktion vom HKosinus des Phasenver-
schiebungswinkels ¢ ist.

M Fazit

Elektrische Stromkreise sind Systeme,
deren Verhalten durch die Anderung der
Eingangs- und Ausgangsgrofen gekenn-
zeichnet werden. So fiihrt eine Anderung
der an einem Verbrauchsmittel anliegen-
den Spannung zwangslaufig zur Anderung
der Stromstarke und seiner Leistung. Die
Art der funktionalen Anderung kann in
Worten, meist relativ weitschweifig oder
eindeutiger und kiirzer mathematisch be-
schrieben werden. Die abstrakte Form der
Funktionsgleichungen wird dann fur den
Praktiker anschaulich, wenn das Verhalten
von Bauelementen, Geraten und Maschi-
nen durch Kennlinien dargestellt werden.
Entscheidend ist, aus den mathemati-
schen und grafischen Darstellungen die
Ursache-Wirkungsbeziehungen der ent
sprechenden GroRen zu erkennen.

H. Spanneberg
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