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Elektrotechnisch bedeutende
Funktionsgleichungen (1

Bei einer Widerstandserhohung
in einem Stromkreis sinkt die
Stromstarke. Die Klemmen-
spannung der einspeisenden
Stromquelle erhoht sich
jedoch. Die Anderung beider
Grofden ist zwangslaufig. Um
die Art der Abhangigkeitsver-
haltnisse zwischen elektri-
schen Grof3en zu beschreiben,
sind insbesondere fiir den
Elektrotechniker Funktions-
gleichungen anschauliche
Hilfsmittel.

I Funktionen im Aligemeinen

In jeder Gleichung mit den zwei Unbekann-
ten x und y, zum Beispiel

y=x2-7 1)

sind unendlich viele Wertepaare flr x
und y denkbar, welche diese Gleichung
erfullen. Setzt man etwa x der Reihe
nach

-2;-1; 0; +1; +2; +3; +4;

so erhalt man flr y die entsprechenden
Werte

-3;-6; -7, -6, -3; +2; +9;

Diese Grofen sind veranderlich oder
variabel, und zwar nennt man x, welches
beliebig angenommen wird, die willkirlich
oder unabhangig Veranderliche und v,
dessen Wert von x abhangt, die abhangig
Veranderliche:

y ist eine Funktion von Xx.

Mithin kann jede mathematische oder
physikalische Formel als eine Funktion
betrachtet werden, wenn man sich
eine ihrer GroRen als veranderlich vor-
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stellt. Zum Beispiel zeigen uns die
Formeln

Uu=2-m-r

in welcher Weise der Umfang U eines Krei-
ses vom Halbmesser r oder in

h=g/2 £

die Fallhohe h eines luftleeren Raumes
von der Ruhe aus unter dem Einfluss
der Schwerkraft von der Fallzeit t ab-
hangt.

Um ganz allgemein auszudrlcken, dass y
in irgendeiner Weise von x abhangig ist,
schreibt man

y="F(x)
und sagt

»y ist eine (beliebige) Funktion von x*“.
Fur die genannten Beispiele gilt U = f (r)
und h = f (t), ohne die Art der Abhangig-
keitsverhaltnisse anzugeben. AuRer den
Variablen kommen noch ZahlengroRen
wie 1 und die Fallbeschleunigung g vor,
die ihren Betrag nicht andern und daher
konstante Grofen — kurz: Konstante —
genannt werden.

Es ist ohne Weiteres davon auszugehen,
dass in der Gleichung y = x? — 7 die Abhan-
gigkeit der Veranderlichen x und y eine
gegenseitige ist oder mit anderen Worten:
Wenny eine Funktion von x darstellt, muss
x ebenso eine Funktion von y sein. Dies
wird deutlich, wenn die genannte Glei-
chung (1) nach x aufgeldst wird, wodurch
fir unseren speziellen Fall der folgende
Ausdruck entsteht:

xX=1Jy+7 (2).

In der Mathematik kann fur jede Funktion
eine Umkehrfunktion (inverse Funktion)
angegeben werden. In der Physik und
Technik ist dies meist nicht moglich. Die
als Kausalitat bezeichneten Ursache-
Wirkungsbeziehungen sind nicht umkehr-
bar. Dazu eine Uberzeugende Aussage:
Weil es regnet, sind die Straen nass.
Aber: Weil die Straflen nass sind, regnet
es. Hier fehlt die Logik!
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Aus der Ausgangsfunktion (1) und ihrer
Umkehrfunktion (2) ist ein wesentliches
Unterscheidungsmerkmal abzuleiten. Es
kann zwischen einwertigen oder eindeuti-
gen und zweiwertigen (zweideutigen) Funk-
tionen unterschieden werden, je nach-
dem, ob jedem Wert der unabhangig Varia-
blen nur ein oder zwei Werte (%)
zuzuordnen sind. Zur Vollstandigkeit soll
noch darauf verwiesen werden, dass aus
der Sicht der Mathematiker eine Funktion
reell genannt wird, wenn sie fur reelle Wer-
te der abhangigen Veranderlichen selbst
reelle Werte annimmt und zwischen einfa-
chen — im mathematischen Ausdruck
wird fur die unabhangig Veranderliche le-
diglich eine Rechenoperation vorgeschrie-
ben — und zusammengesetzte Funktionen
unterschieden werden.

Tafel © Beispiel fiir eine Wertetabelle

Die Funktionen kénnen nach unterschied-
lichen Gesichtspunkten geordnet werden.
In der Bild @ wurde als Ordnungsge-
sichtspunkt die Rechenoperation der un-
abhangig Veranderlichen gewahlt. Die fur
die Elektrotechnik bedeutsamen Funktio-
nen wurden hervorgehoben.

Um vom Verlauf einer Funktion eine deut-
liche Vorstellung zu erhalten, werden
meist in gleichen Abstanden fir die unab-
hangig Veranderliche die Werte

X;5 Xoi X X5 ee X,

gewahlt und mit der Funktionsgleichung
die zugehorigen Werte der abhangig Ver-
anderlichen berechnet:

y, =fx)5y, = f(x,); v, = fix,); y, = f(x,), ...

unabhangig Veranderliche X,
abhangig Veranderliche Y,

Y, A .. Y,

Ordnung der Funktionen

—| algebraische Funktionen |

— ganzrationale Funktionen
n-ten Grades

Sonderfélle

| lineare Funktionen |

| quadratische Funktionen |

| Potenzfunktionen |

mit

| Wurzelfunktionen |

— gebrochene rationale Funktionen

—| transzendente Funktionen |

— trigonometrische Funktionen

Sinusfunktion

Kosinusfunktion

|
|
Tangensfunktion |
|

Kotangensfunktion

— Exponentialfunktionen
mit Basisa =10

— Logarithmusfunktionen
mit Basisa=10
Basisa=e

© Systematisierung der Funktionen

': ganzzahligen Exponenten

gebrochenen Exponenten

als Quotient ganzrationaler Funktionen

Basisa=e

nach der Rechenoperation flir die unabhangig Verénderliche

y=fM)=an-xN+a, ¢ -x"T+. ... +ayq - X +ag

y=Ff)=mx+n ®)
y=f)=x2+p -x+q

y=fkx)=x" @

1
y=f®=x1=Ux (5

fx) = t—((j((; bei v(x) # 0

y=fk) =sinx (6)
y=f(x) =cosx
y = f(x) =tan x

¥ =f(x) =cosx

y=flx)=2a ™
y=flx)=e

¥ = f(x) = loggx

y=fK) =lgx
y=flx)=Inx

lhre Indizes kennzeichnen die Wertepaa-
re, die in eine Tafel eingetragen werden
(Tafel @).

Die Wertepaare geben in einem recht-
winkligen Koordinatensystem die Lage
der Punkte P,; P,; P,; P, ... P_an. Dabei
werden grundsatzlich auf der Abszissen-
achse (x-Achse) die unabhangig Ver-
anderliche aufgetragen und auf der
Ordinatenachse (y-Achse) die abhangig
Veranderliche. Verbindet man die Punkte
durch einen Kurvenzug, erhalt man einen
bildlichen Eindruck Uber die Anderung
der Funktion zwischen x, und x_. Die
Funktion wachst, wenn die Kurve steigt
bzw. nimmt ab, wenn die Kurve fallt. Die
unterschiedliche Neigung der Kurve ge-
gen die Abszissenachse kennzeichnet
den Grad der Geschwindigkeit, mit der
die Funktion sich andert. Die gesetz-
maBige Abhangigkeit zwischen Grofen
wird deshalb durch

Funktionsgleichung — Wertetabelle —
Graph (Bild) im Koordinatensystem

beschrieben. In der Physik und Technik
werden die Graphen der Funktionsglei-
chungen meist als Kennlinien bezeich-
net.

M Abhangigkeiten
im Gleichstromkreis

Die grundlegende GesetzméaBigkeit der
Elektrotechnik hat Georg Simon Ohm" be-
reits in der ersten Halfte des 19. Jahrhun-
derts formuliert, als er den Begriff elektri-
scher Widerstand definierte. Aus der Flle
von Experimenten erkannte er, dass der
Betrag eines Widerstandes unter gleich-
bleibenden Bedingungen konstant ist.
Aus diesem Gesetz leitet sich das Strom-
Spannungsverhalten eines Widerstandes
ab:

Die Stromstarke | eines Verbrauchsmit-
tels ist von der anliegenden Spannung U
und dem Betrag des Widerstandes R ab-
hangig.

Strom-Spannungsverhalten eines Wider-
standes

I=U/R (8)
Die Stromstarke andet sich zwangslaufig,
wenn bei konstantem Widerstandswert
die Spannung grofer oder kleiner wird,

das heifdt die Stromstarke ist eine Funk-
tion der anliegenden Spannung:

I = ()

U Ohm, Georg Simon: dt. Physiker 1777 —
1851.
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@ Strom-Spannungskennlinien der Bau-
elemente (1) und (2)

Uat
Uq2

© Belastungskennlinien der Stromquellen
(1) und (2)

O (uadratische Funktionen der elektrischen Leistung

Ein Vergleich mit den Funktionsgleichun-
gen (Bild @) zeigt, dass bei einer Ver-
einfachung der linearen Funktionsglei-
chung (8) durch n = O sie in der Form
y =m - x der in (8) gegebenen Gleichung
I=1/R - U entspricht.

Das Bild der Funktionsgleichung (8) ist
eine steigende Gerade, die im Nullpunkt
beginnt (Bild @). Es verdeutlicht die be-
kannten elektrischen GesetzmaRigkeiten,
denn bei U =0 ist/=0 und die Zunahme
der Stromstarke, also der Anstieg der
Geraden wird durch den Kehrwert des
Widerstandes 1/R bzw. durch den Leit-
wert G bestimmt.

Der Anstiegsfaktor in Gleichung (8) ist
gleich dem Tangens des Anstiegswinkels
o:m=tana=1/R.

Bei einem zweiten Bauelement mit R, <R,
isttan o, > tan o, . Die Gerade des zweiten
Widerstandes steigt starker an. Im Bild @
wird deutlich, dass bei gleichem Span-
nungswert U~ die Stromstérke [, durch das
zweite Bauelement grofer als die des
ersten ist.

Im Zusammenhang mit Bild @ muss auf
Folgendes verwiesen werden:

Haufig wird die lineare Funktion U = (/)
dargestellt, die auf die Funktionsglei-
chung

U=I-R 9)

zurlckzufiihren ist. Vom physikalischen
Standpunkt aus ist Gleichung (9) nicht die
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Umkehrfunktion der Gleichung (8). Die Un-
sicherheit entsteht dadurch, dass fur die
Grofen antreibende Spannung und Span-
nungsfall dasselbe Formelzeichen U ver-
wendet wird. Die Ursache-Wirkungsbezie-
hungen sind nicht umkehrbar:

antreibende Spannung — Stromstarke
— Spannungsfall.

Wird eine Stromquelle belastet, verringert
sich durch den Spannungsfall Uber ihren
Innenwiderstand R, die auch am &ueren
Stromkreisteil anliegende Klemmenspan-
nung U. Die Klemmenspannung ist somit
die Differenz zwischen der konstant anzu-
sehenden Quellenspannung UQ und dem
inneren Spannungsfall | - R::

Funktionsgleichung der Klemmenspan-
nung einer Stromquelle
U=U,-IR, (10)

Durch Umordnen entspricht die Glei-
chung (10) der linearen Funktionsglei-
chung (3):

U=—Ri-I+UQ
y=m-x+n

Das Bild der funktionalen Abhangigkeit
Klemmenspannung U von der Strom-
starke | als BelastungsgroRe (Bild @) ist
eine fallende Gerade — Steigungsfaktor
m A —R, die auf der Ordinatenachse in
positiver Richtung um UQ verschoben ist
—>na +Uq.

Bei einer zweiten Stromquelle mit einer
kleineren Quellenspannung UQ2 < UQl
aber einem groReren Innenwiderstand
R, > R, im Vergleich zur ersten Strom-
quelle fallt die Gerade starker ab. Die
Geraden im Bild @ werden als
Belastungskennlinien der Stromquellen
(1) und (2) bezeichnet. Bei gleichem
Belastungsstrom [” ist der innere Span-
nungsfall I - R, der zweiten Stromquelle
grofRer als der der ersten.

Die Leistungsaufnahme eines Ver-
brauchsmittels kann berechnet werden
nach:

P=U-I (10)
P=1,-R (11)
P=U0?/R (12).

Bei konstanter Spannung U ist nach (10)
die Leistung P eine lineare Funktion der
Stromstarke | — P = f(l). Die Stromstarke
kann dabei nur durch eine Widerstands-
anderung erhodht oder verringert wer-
den.

Bei konstantem Widerstandswert R ist
nach der Gleichung (11) die Leistung P
ebenfalls eine Funktion der Stromstarke /
und nach (12) eine Funktion der anliegen-
den Spannung U. Beide Gleichungen sind
Potenzfunktionen mit dem Exponenten
n = 2, mithin quadratische Funktionen.
Ihre Graphen sind Parabeln, deren Formen
im Vergleich zur Einheitsparabel y = x? ab-
weichen, da die y-Werte auf das A-fache
wachsen:y = A - X2,

Der Verlauf ist bei
A>1 ->P=FP-R
A A R steiler und bei
A<1—->P=U%R

A A 1/R flacher, wenn R > 1 Q ist (Bild
(4)}

Die negativen Werte der unabhangig
Veranderlichen im Bild @ bedeuten
entgegengesetzte Richtung von Strom
und Spannung im Vergleich zu den Plus-
Werten. Unabhangig von der Strom- oder
Spannungsrichtung sind deshalb die
Leistungswerte im  Gleichstromkreis
stets positiv.

H. Spanneberg
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Funktionale Abhangigkeiten
im Wechselstromkreis



